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Rkaum&-Dans ce travail on traite de la couche hmite thermique iaminaire autour d‘un corps en incidence, 
a~~l~~lelongd’une trajectoirerectiligne.Onseplacedanslecaso~lesdiff~~encesdetemperaturenesontpas 
negligeables, de sorte- qu’il est necessaire de term compte de la pousde d’Archimede. Les equations de la 
couche limite sont interdtpendentes; celles de la couche limite dynamique contiennent la temperature et 
inversement. On a donne d’abord une methode d’approximations successives du traitement de ces 
equations dans le cas general. Ensuite, on ttudie la couche limite thermique autour d’un obstacle tini 

uniformement acctlere. 

NOTATIONS 

s, longueur d’art le long des lignes de 
courant exterieures ; 

z, longueur d’art le long des trajectoires 
orthogonales des lignes de courant; 

n, longueur d’art le long des normales a 
la surface ; 

4 coordonnk. temporelle ; 
e,(s, z), mesure de la distance de lignes 

~quipotentielles a la paroi ; 
ez(s, z), mesure de la distance de lignes de 

courant parietales de l’ecoulement it 
potentiel ; 

V(U, w, u), vecteur-vitesse dont les composantes 
sont prises en direction de s, z, n; 
vitesse correspondante en regime 
stationnaire; 
temperature absolute : 
pression ; 
masse volumique ; 
viscosite physique (v = p/p viscosite 
cin~matique) ; 
nombre de Prandtl ; 
fonction d’erreur de Gauss. 

Indices 

P3 paroi : 

e, exttrieur ; 

fls, infini amont. 

1. INTRODUCTION 

POUR des differences non negligeables de tem- 
perature, il faut tenir compte de la poussee 
d’Archimede comme force exterieure. Si B est 
le coefficient de difatation de volume et Or = T - 
T, l’augmentation de temperature d’une par- 
ticule du fluide, on trouve comme modification 
relative du volume PO,; d’oh la forme de la 
pousske d’Archim&de [l] par unite de volume 
egged oil g est le vecteur-ac~l~ration de la 
pesanteur avec les composantes (g_ gz, gJ 
dans le systeme de coordonnees curvilignes 
(s, z, n), propose par Hayes [2]. 

Dans le cadre de cet article [33 now allons 
considerer les composantes g9 gr g. comme 
fonctions des variables s, z seulement. Vu 
l’epaisseur minime de la couche limite laminaire, 
une telle supposition semble acceptable. 
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Les equations de la couche limite laminaire 
tridimensionnelle d’un fluide a proprietb physi- 

Soit uo, wo, uol 8, une premiere approximation 
qui d&z-it les premiers instants du mouvement, 

ques p et y constantest, en regime instationnaire zdl, wl, lir, Br une deuxieme approximations 
s’ecrivent alors, ap&s application du principe tenant compte de l~in~uen~ des termes, con- 
de prevalence generalis [4], sous la forme vectifs, ui, wj, r+, Bides approximations ulterieures 
suivante : t&es que lks deuxiemes membres du systeme 

contiennent seulement des termes d’ithations 
precklentes deja connus. 

En intr~uisa~t done dans le systeme (l)-(4) 

aw aw aw 1ae1 2 _dt’Uas+“--_ezU = _rar, 
afl 1 p az 

. 

Avec l’abr~viatio~ 
T- T, 

8 = y 
TP - T, 

I’equation de l’energie thermique, pour les cas 
de valeurs mod&&s de la vitesse exdrieure 
(dissi~tion de chaleur negligeable par rapport a 
la conduction) prend la forme : 

ae a0 2 

~++wdz++g-/2 (4) 

Par convention, tomes les integrations du 
systeme (l&j) seront executees le long des 
lignes-coordonnees, ce qui permet d”exprimer 
s et z en longueur d’art. 

2. METWODE DE RESOLUTION 

Si l’on suppose que pour les premiers instants 
du mouvemen~ fous les termes convectifs du 
syst&me ont des valeurs tres faibles par rapport 
aux autres termes, nous pouvons detinir un 
procede d approximations successives pour la 
solution du systeme des equations (lj(4): 
-_______l. 

P Condititln satisfaite pour f’air en borne a~~r~~~ati~n 
dam un Cxmdement dent ks vitesses ne d&msent pas 
50 m/s Landis que ks diffhences de temptkature dans le 
hide restent en dessous de 50°K environ. 

(1) une d~eom~osition en sommes a N termes. 

ca nous pouvons alors decomposer ce systeme 
d’~quations en une succession de systemes et de 

(3) 
conditions aux limites : 

a00 v a%, 
-&--&p= 0 

avec Ies conditions aux limites : 

ug = u, = wg =Opourt=Oetn200, 

UO = 80 = wg = Opourn =Oett 2 0, 
ue = u&s, 2, t), w. = 0 pour n 3 co, 

i 

(10) 
To = T, ou I%&&% = 0 pour n = 0, 

T,= T,pourn+cr?. 

Le systeme s&ant s’ecrit : 

au, ah, au, au, au0 
x - y&j- = %-as - UOX - ““apt 
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avec les conditions : 

u1 = VI =~~=OpourI:~Oetn>,O, 
~~=~~=w~=Opourn=Oett>,O, 

@i = O,wr = Opourrt-+ w, 
T, =aoua?;/an=OpOurn=O,T,=O 

pour n + co. 

On peut continuer ainsi pour: Ui, Ui, WB t$ (i = 2, 
3, 4, _ . .). Bien qu’une demonstration generate 
convergence de ce pro&de pour N + m n’existe 
pas, en peut esperer que pour d su~sa~ent 
petit les termes ui, u2, . . . deviennent rapidement 
negligeables non seulement h cause de la petitesse 
des termes convectifs dont une petite erreur 
n’affectera que peu les deuxiemes membres, mais 
aussi en raison du choix des conditions aux 
limites, identiquement nuIles a partir de ul, vi, 

~‘1, ?. 
‘11 sera done, en general, deja suffisant de 

s’arreter apr&s la premiere iteration ulr ul, w $, Ti 
dont les conditions aux fimites tiennent deja 
compte des termes convectifs de f’koulement & 
potentiel. 

Toutes ces equations d’approximations par- 
ticulieres ont un caractere general ; elks sonl 

valables pour u&s, 5 t) quelconques si l’on 
interprete le systemes s, 5 n comme a [4], aver 
le seute restriction u&r z, 0) = Oet pour n,importe 
quelles valeurs de P et de I: 

3. CAS D’UN MOUVEMENT A ACCELERATION 
CONSTANTE 

Nous limiterons nos ~o~sid~ra~ions au cas 

7 

= APU,, CI 2 0 pour Iequel le systeme 
s, z, n) coincide avec celui de Hayes [2]. Les 

lignes de courant par&ales de l’ecoulement A 

potentiel sont indtpendantes de t [5] ; l’ecoule- 
ment exterieur prend, en plus, la forme 
ft, = At”U~s, z) 06 U, est la soktion de 
l’ecoulement B potentiel correspondant au cas 
stationnaire, 

Nous choisirons plus particulibrement ici 
c( = 1 (cas d’un mouvement a acceleration 
constante suivant une trajectoire rectiligne d’un 
corps ~ni~alement au repos, ce qui permet, de 
plus, de poser A = 1) et P = 1. 

On peut, d’ailleurs, resoudre, de la mCme 
faGon, le probleme avec a et P different de l’unite. 

Done, on traitera ici le cas de l’acceleration 
constante d’un corps quel~o~que, initial~ent 
au repos: u, = W&s, z). I1 est possible de 
trouver des solutions exacts pour les equations 
de premiere, de deuxibme approximation et 
ainsi de suite. L’equation (9) admet, compte term 
des conditions : 

B,= lpourta=0,8,=Opourn-,~, 

la solution suivante: 

o. = 1 - erf rl = X&j), (16) 

Oh 

ZI 

L’equation (6) devient alors I 

La fonction 

no = rLJ,(s, 2) ibi(V) + Q&T, - T,) ibz(?) (18) 

sat&fait aux conditions correspondantes ( 10) 
si les facteurs inconnus Se&) et la&) sont 
solutions des equations suivantes : 

1’;; + 2?c’& - 4&i = - 4, 
i;;; + 2&& - 4G, = - 4X&), 1 

(19) 

avec les conditions aux limites: 

CIAO) = %bi(O) = O,C&o) = IF 
~02Kv = 5’a2(0) = 0, t-oz(dn) = 0. 

(20) 
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Comme solutions exactes on trouve : En cherchant la solution de l’equation (24) sous 

-l la forme: 

, 
2 

-3q” -~ 

3Jn 
(21) + t3 

[ 
; 2 ~,zfozW 

u&JsB(; - L)fo3h) 

L2(tl) = h3(erf v - 1) + &(2q2 - l)e-+ 
+ $Y,zB’(r, - 

1 

2 &, 

+eaz 1 

KJ2f04(d I (25) 

1 
+ 3Jn’ 

En utilisant l’equation de continuitb (7) pour 
la dCtermination de v,,, on obtient apres inte- 
gration par rapport a n: 

v. = - 2t Jvt ior 

FIG. 1. 

Si I’on introduit la valeur obtenue (18) de u. dans on obtiendra, pour les fonctions foi(ll) uni- 
l’equation (8) on aura: verselles, le systeme d’equations suivant : 

Kl + w& - 4f,, = - 4x0, 

awe azwo ~- VP = gz/?(T, - T,)x,(q) + t2 
f;i + 2rlh2 - wo, = 4(1 - GA 

at an2 fi3 + hfd3 - 1?..03 = - 4ib, lb29 
1 (26) 

fi4 + 2rA4 - Go4 = - 4ibz,, J 
avec les conditions : 

hi(O) = foi(~) = OT i = 1,2, 3,4. (27) 

+;zg:fi’(T, - T,)'ibz, 
1 

Nous avons trouve [3] les solutions exactes des 
. (24) 

1 
equations differentielles (26) d’apres les condi- 
tions aux limites (27): 

f, 1(q) = 2q2(erf rj - 1) + $ q e-“, 

.A&) = 3 (1 + 6~~ + 4rj4 + :x $) + (~-896)[&(1+6$+4n4+ft~6) 

1 
(l - erf q) - 720 Jn (q5 + 7q3 + y q) e+ 1 - (2tf2 + $ q4 + $ q”) erf’ q 
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- 

[ 
j$z(q + 5s” + +$)e -“z+8~4+14~2+~ erf~-$(1+2~2+~4)e-2~z---2- 1 Jn (5~ + 4~~) e-+ + 4g4 + 6q2 + $, 

~~.(~)=~(~+6rl2+4ri’+ftq6)-(~+784)[~(l+6~2+4~4+rS’16)(1-Erf~) 

- & (q5 + 7q3 + y q) e+ 
1 
+ (+ + iv2 -iv" - $$) err24 

+f’13 _~~~)~-~“- 8~~ - 13q2 - y 
1 

erf q + & (4 + 3 q2 - 5q4) ee2vz 

- ?i(y q + 8~~) e-“’ + 4~~ + 6q2 + 1, 

(1 - Erf?) - 72OJX ($ -t- 7~~ + y q) e-q2 
1 
-(i+$rj2fq4++tj6)erPq 

- -" + 8q4 + 12q2 + 2 
1 

erfq _ -$- (2 +- q2 + 214) e-2p’ 

- $C!@ + 8q3( e+ f 4~1~ + 6~~ + 1. 

Les expressions (16), (18), (23) et (26) done 
maintenant determinent completement la pre- 
miere approximation. En les introduisant dans 
l’equation (14), nous obtiendrons pour la deux- 
i&me approximation de temperature l’kquation 
suivante : 

(28) 

Pour en tirer des equations differentielles, nous 
prbsentons la solution sous forme : 

CW 

Dans ce cas, on trouve pour les fonctions x1 r(q) 
et x 1 2(9) les equations : 

G’i + 2114, - 8x1, = - 4MM,(q), (30) 

avec les conditions : 

Xl,(O) = x1 Ace) = 0, 

} 
(32) 

x,2(0) = x&co) = 0. 

11 est Cgalement possible [5] de trouver les 
solutions anaiytiques des equations (30) et (31) 
d’apres les conditions (32). 

La temperature done dans la couche limite 
thermique, d’apres Ies solutions trouvQ (16) 
et (29), peut etre calculke de l’expression 



suivente : 

Err. connaissant & de I’expression (29), c’est A 
dire les fonctions universelles XI 1 et X12, on 
peut &ablir I’kquation (11) pour la deuxihne 
a~~r~~~~o~ + de fa vitesse ~~n~~tud~~a~~ 
dam la cow&e Iimite: 

Si I’m pr&ente la solution de f’bquation (34) 

sous la forme : 

avec l’opkrateur D = 



ble de les rksoudre de la mEme faGon. 
Les expressions qui en rtsultent sont t&s 

compliqukes: il est prkfkable d’avoir recours 
A leur solution numk-ique A l’aide d’une machine 
Clectronique. 

Voici, finalement, quelques rksultats numkr- 
iques. Le tableau ci-aprbs donne quelques valeurs 
numkiques des fonctions universelles (16), (21), 
(22), (26), (30) et (31), lesquelles sont aussi 
reprksentkes sur les Figs. 1-3. 
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On peut maintenant, facilement, calculer de ‘,O 
l’kquation (12) la composante ul, ainsi que la 
composante w1 en utilisant l’kquation (13). 

Les Equations diffkrentielles (36) sont du 0.5- 
m&me type que les equations (26), (30) et (31), 
dkjlia rksolues analytiquement ; il est done possi- o-4- 

0 IO 2.0 

9 

FIG. 3. 
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STUDY OF A NON-STATIONARY TRIDIMENSIONAL THERMAL BOUNDARY 
LAYER WITH BUOYANCY EFFECT 

Abstract-An analysis is made of the thermal boundary layer on a body at constant incidence. The 
analysis includes the case of large temperature differences where it is necessary to include the buoyancy 
effect. The boundary layer equations are interrelated; the dynamic equations containing the temperature 
and vice-versa. These equations are first treated in the general case by successive approximations, and 

then. as a particular example, the thermal layer on a finite, uniformly accelerated body is studied. 

STuDIE UBER EINE INSTATIONARE. DREIDIMENSIONALE THERMISCHE 
GRENZSCHICHT MIT AUFTRIEBSEFFEKTEN 

Zusnmmenfassung-Es wird die thermische Grenzschicht an einem Kiirper bei konstanter Beeinflussung 
untersucht. Die Untersuchung schliesst den Fall grosser Temperaturdifferenzen ein, wo der Auftriebs- 
effekt beriicksichtigt werden muss. Die Grenzschichtgleichungen hlngen in der Weise zusammen, dass 
die dynamischen Gleichungen die Temperatur enthalten und umgekehrt. Diese Gleichungen werden zuerst 
im allgemeinen Fall durch schittweise Approximation gel&t, anschliessend wird als spezielles Beispiel, 

die thermische Grenzschicht eines endlichen, gleichfijrmig beschleunigten Kijrpers untersucht. 

D 
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kICCJIEJ(OBAHIdE TPEXMEPHOrO TEnJIOBOrO IIOrPAHBqHOI-0 CJIOFI 
C Y’IETOM BhITAJIXkiBAIOUIE~ CBJIbI 

AHHOT~~W~~-~I~OBOJQITCH aHaJIM3 TenJIOBOrO nOrpaHHwOr0 CJIOR Ha TejIe np&i IIOCTORHHOM 

yrne aHaKB. AHanaa BKnwfaeT cnysati 3HasHTenbHbIx pa3HocTe2t TeMnepaTyp, Korna 

HeO6XOfiIIMO yWTbIBaTb BJIIlRHIle BbITaJIKMBaIOqeti CHJIbI. YpaBHeHHH TeIIJIOBOrO IIOl-pa- 

HINHOrO CJIOR B3aMMOCBSI3aHb1, IIpH '4eM AHHaMWIeCKMe ypaBHeHWI COJJepxtaT TeMnepaTypy 

II HaO6OpOT. 3TH ypaBHeHLiR CHaqaJIa peUIaIOTCH B oduew CjryWe C IIOMOUbIO rIocne~o- 

BaTenbHbIx npa6nwKeHd, a 3aTeM paccMaTpn3aeTcn cnyvai TennoBoro norpaKasHor0 cno~ 

HaTeJIe KOHeYHbIX pa3MepOB C paBHOMepHbIM yCKOpeHHeM. 


